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Dans cet article on &die les points fixes au voisinage d’un point homocline 
qui est doublement asymptotique a un point fixe du type hyperbolique par 
l’application de Poincare definie par une equation differentielle dans Ra. On 
definit dew classes d’equivalence sur l’ensemble des points homoclines et on 
montre qu’au voisinage d’un point homocline de chacune de ces classes il 
existe une infinite de points fixes d’indice + 1 ou - 1 oh la valeur de l’indice et 
la periode sont likes par une certaine loi. 
1. INTRODUCTION 
Dans le domaine de la theorie qualitative des equations differentielles 
ordinaires il est souvent question de la structure de I’ensemble des solutions 
au voisinage d’une solution qui est doublement asymptotique a une solution 
periodique du type hyperbolique. On sait que dans une equation differentielle 
ordinaire on peut definir une certaine application de I’espace de phase dans 
lui-m&me, dite application de Poincare. Alors le probleme dont nous venons 
de parler est equivalent au probleme de la structure de I’ensemble des it&& 
par l’application de Poincare au voisinage d’un point homocline. C’est 
Poincare [I] qui pour la premiere fois a CtudiC l’existence et les propriMs des 
points homoclines. A sa suite Birkhoff [2] a entrepris I’etude des points fixes 
au voisinage d’un point homocline. Des articles r&cents traitent le sujet 
d’une maniere exhaustive surtout dans le cas oh la dimension de l’espace de 
phase est superieure a deux [3-51. Dans cet article nous donnons une de- 
monstration Clementaire de l’existence de points fixes au voisinage du point 
homocline en employant le calcul de l’indice. Nous nous limitons au cas oh 
I’espace de phase est R2 pour pouvoir calculer explicitement l’indice des 
points fixes. Le cas oh I’espace de phase est R” devrait &tre traite, mais est 
beaucoup plus complique. Nous retrouvons les rtsultats connus dans ce cas 
et de plus des renseignements sur la nature des points fixes. 
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Dans les parties 1 et 2 nous fixons les notations et Cnoncons quelques 
propriettb classiques. Le theoreme sur l’existence des points fixes se trouve 
dans la partie 3. 
Nous utiliserons frequemment dans la suite, et souvent saris les mentionner, 
les notations suivantes: 
R ensemble des nombres reels, 
R2 plan R x R muni la metrique euclidienne, 
Z ensembles des nombres entiers, 
2, ensemble des nombres entiers positifs ou zero, 
]a, b[, [a, b] intervalle ouvert, intervalle ferme dans R. 
(1.1) Considerons une equation differentielle: 
(E) 2 =f(x, t) 
otif:R2 x R-+R2 
(Y, 9 +-+f(Y, t> 
est une application satisfaisant les conditions suivantes: 
f est une application de classe C2, (1.1.1) 
jest une application ptriodique de periode 2~ en t:f(y, t + 2~) =f(y, t) 
pour tout t E R et tout y E R2. (1.1.2) 
Le signe . denote la differentiation par rapport a la variable t qui represente 
le temps. On sait avec la condition (1.1.1) que quelque que soit (y,, , to) E 
R2 x R il existe une solution de (E) definie sur un intervalle I CR, to E I, X: 
I -+ R2, telle que x(t,) = y0 ; de plus cette solution est unique. Nous sup- 
poserons que f satisfait des conditions telles que le temps extreme dans le 
futur soit +co et dans le passe --co. Nous denoterons alors: 
cd , to,yo) :R+R2 
t * 46 to t Y3 
la solution a existence maximale telle que q(t, , to , yo) = y. . 
Soit t un temps arbitraire et soit l’application 
U(t) : R2 + R2 
Y H dt, to > Y). 
On sait que U(t) est un homeomorphisme qui conserve l’orientation. 
L’application U(to + 27~) sera notee T: 
T = U(t, + 274. 
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T est done l’application de R2 dans R2 qui au point y fait correspondre le 
point q(t,, + 2rr, t,, , y). Nous appelons cette application ou transformation de 
Poincare. 
Evidemment 
Tny = ~(4, + 29~ 4, , Y> quel que soit n E 2, 
a cause des proprittes de transitivid. Et T jouit de la propriett 
Tm+n = TmTn = TnT” quelsque soient m, n E Z. 
Puisque f est de classe C2, Test un homeomorphisme de classe C2 qui conserve 
l’orientation. Une condition necessaire et suffisante pour que q(O, t, , y) soit 
une solution de periode 21~ de (E) est que y soit un point fixe par l’application 
T. 
(1.2) Supposons que 0 E R2 soit un point fixe de T. Puisque T est de 
classe C2, on peut Ccrire T sous la forme: 
T=A+O 
oh (1 est la dtrivee de Frechet de T au point 0 (A est une matrice constante 
2 x 2, non singuliere). Et 0 : R2 -+ Rs est une application de classe Cr. 
On a O(0) = 0. De plus les derivees partielles de 8 s’annulent au point 0. 
Nous denoterons par A, , A2 les valeurs propres de A. Le point fixe 0 s’appelle 
simple si / hi ( # 1 (i = 1,2). Dans le cas des points fixes simples, on dit que 
le point fixe est: 
completement stable si 1 Ai 1 < 1 (i = 1, 2), 
completement instable si ) Xi ) > 1 (i = 1, 2), 
hyperbolique si 0 < Ai < 1 < A2 , 
hyperbolique avec reflexion si A, < - 1 < A, < 0. 
Naturellement un point fixe hyperbolique avec reflexion de I’application T 
est un point fixe hyperbolique de I’application T2. 
2. DEFINITIONS ET PROPRI~~T~S DES ARCS INVARIANTS ET 
DLJ POINT HOMOCLINE 
(2.1) Nous considerons desormais le cas oti 0 E Ra est un point fixe hyper- 
bolique de T. Supposons que: 
(2.1.1) 
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oti 0 < A1 < 1 < Xs , (si 0 est un point fixe hyperbolique, on peut toujours 
Ccrire (1 sous cette forme). Alors d’apres un resultat dfi a Hartman [6], nous 
avons le lemme suivant. 
LEMME. Soient une application T satisfaisant les conditions (1.2) et une 
application A satisfaisant (2.1.1). Al ors il existe un voisinage V de 0 du plan 
y = (yl, y”), note’ le plan Z, un voisinage U de 0 du plan u = (~2, u2), not.4 
le plan I7, et un da@omorphisme R de V sur U. Soit U,, = {u E Ii’ 11 ui 1 < r, 
i = 1,2} un voisinage de 0 du plan II inclus duns RT-l( V) n U. Alors quelque 
soit u E U, , 
RTR-l(u) = A(u). 
(2.2) Considerons un voisinage du 0 dans II. 11 est evident que l’origine 
est un point fixe hyperbolique de II et les deux ensembles contenant 0 
w+ =@EIIj -co <3< +co,u2 =O} 
W-=(uEII~ul=O,-co<U2<+co} 
sont invariants par A. Considerons les quatre arcs1 WI+, W2+, W,-, W,- 
definis comme suit. Soit y : [0, l] -+ [0, r] un diffeomorphisme de classe Cl 
avec y(O) = 0. Posons I + = [0, 11, I- = [-1, 01. Soit alors les quatre arcs 
W,+ :I-+ Un W+ 
T - WI+(T) = (y(-), 0) 
W,+ :I-+ Un W+ 
7 I-+ w2+(T) = (-y(-T), 0) 
W,- :I+-+ Un W- 
T I--t WI-(T) = (0, Y(T)) 
W,- :I++ Un W- 
T k-+ w2-(7) = (0, -y(T)). 
Naturellement on a: 
A w,+(I,-) c w,+p,-) 
A-1 wi-(Ie+) c wi-(Ie+) 
(i= 1,2) 
ou IO+ = [0, 01, I,- = [-0, 0] quel que soit BE] 0, 11. 
1 Nous appelons arc une application continue d’un intervalle fern-& [a, b] dam RB. 
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En employant les applications Wi t- W,-(i = 1, 2) et R, nous dkfinissons , 
des ensembles contenant 0 du plan Z qui sont invariants par T. Soient: 
&?$I-+ v 
T t-+ R-l W,+(T) 
(i= 1,2) 
A,: I+ --+ v 
T I-+ R-l W,-(T). 
On a: 
TX?,&-) C &(I,-) 
T-lAi(IB+) C A&+) 
quel que soit d E IO, I]. 
11 est facile de voir que quels que soient 0, 0’ ~10, I] 
Posons: 
wi = U T-‘%2~(1,-) 
MZ* 
a; = u Tm4b+) 
WLEZ+ 
oh un nombre don& 0 E IO, 11. 
On voit que: 
Tw; C wi 
De plus 
Tm+‘Q#,-) C T%‘,(I,-) C w; 
(i = 1,2) 
TmA&,+) C Tm+lA&+) C ai 
quel que soit m E Z, . 
Remarque. W, , oli ne dhpendent que de l’application T, c’est-h-dire, ils 
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sont indtpendants du choix de l’application y, IB- et IO+ oii 6 E ] 0, 11. On 
peut aussi definir intrinstquement des ensembles W, (Y: 
w={y~Z11 T”‘y+O quand m + + 00) 
a={y~zII T-“-+0 quand m + - oo} 
Lorsque nous considerons wi, GQ definis ci-dessus, nous avons alors: 
(2.3) DEFINITION. On dit que un point y E .Z est point homocline de T 
pour 0 si 
tz Tm(y) = i-i T-“(y) = 0 et y # 0. 
D@nition. Soit Hii l’ensemble des points d’intersection de wi et aj auquel 
on enleve le point 0: Hij = wi n aj - (0). On dit que Hi3 est ensemble de 
points homoclines de T pour 0 par rapport aux wi et aj . 
Soit H,,(B; -m, n) le sous-ensemble de Hij tel que 
Ona 
Hij(f?; -m, n) = T-mL?i(IO-) n T*Aj(IB+) - {O}. 
Hzj(B; -m + 1, n) C Hij(O; -m, n) 
Hij(O; -m, n - 1) C Hij(O; -m, n) 
Hij = u Hij(e; -m, n). 
?I%,?%EZ+ 
11 est facile de voir que quel que soit y E Hij et &ant donrk 0 E ] 0, 11, il 
existe des nombres entiers positifs k, I tels que: 
Y E I-W; --KY 4, y # H&9; -k + 1, I - 1). 
Par suite y s’ecrit: 
y = T-” &(T,) = T1 Aj(r,) 
D’autre part il decoule de la definition de T qu’il est possible de considerer 
les dix cas suivants. 
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(i) Hij = O, (i,j = 1, 2) 
(ii) HII # a, H,, = H,, = Hzz = o 
(iii) H,, # .@, H,, = H,, = H,, = m 
(iv) Hz1 # o, H,, = H,, = Hzz = @ 
(4 I%,# @,Hu=Hlz=Hzl= @ 
(vi) I-&,# @,I-&,# m,H,,=H,,= m 
(vii) HII # ia, Hz1 # ia, HI, = H,, = m 
(viii) HI, # o, H,, # o, H,, = H,, = m 
(ix) Hz1 # 0, H2, # 0, Hll = H,, = 0 
(x) Hij # m, (i, j = 1,2). 
(2.4) Nous traitons dkormais le cas oh: 
En outre supposons que les points homoclines satisfassent la condition de 
transversalid. Plus prCcisCment, A chaque point y E HI, , qui s’kcrit d’aprks 
(2.3) y = T-kGI(~I) = TzA,(~,), nous associons l’application. 
det :R2 x R2-+R 
(Ly+, L,-) I+ det(L,+, L,-) 
avecL,+ = (al, a?), L,- = (bl, IS) et det(L,+, Ly-) = a1b2 - a2b1 oh Ly+, L,- 
dknotent les d&iv&es de T-“.Ql et TzA, aux points 71 , 72 (qui sont identifikes 
aux vecteurs de R2): L,+ = D(T-%Q,) (TJ, L,- = D(TZA,) (T~).~ Alors la 
condition de transversalit des points homoclines est la suivante. 
Condition de Transversal&. Quel que soit y E H,, , det(L,+, Lye) # 0. 
En employant la condition de transversalid, distinguons les points de 
l’ensemble HI, en deux classes HI et H, : 
HI = {y E HII I y a det(L,+, Ly) > 0} 
H, = {y E HI, I y a det(Ly+, Ly) < O> 
On a evidemment: 
(2.4.1) 
5; Si F est une application dif%rentiable, on dknotera DF(x) sa d&i&e de Frkhet 
au point x. 
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et en outre 
THi = Hi (i = 1, 2). 
(2.5) Soit y = T-I”SZ,(T,) = TzA1(~,) oti -ri E IO-, 7s E Iof. Soient AZ, N des 
nombres entiers positifs tels que M > 1, N > k. Soient yM , yN oh: 
yw = Te”y = T-(k+MU21(~1) = TzpM AIM 
yN = TNy = Tz+NA1(~,2) = T-k+N .Q,(T,) 
On a: 
yw = T- c”+“‘yN E Tz-M A1(Io+) C A&+) 
yN = T’N+M’y, E T-k+N .n,(I,-) C Q,(I,-). 
De l’application R on notera dans le plan II 
uM = (0, uM2) = RyM = RT-(k+M) &(T1), 
t+., = (UN’, 0) = RyN = RTz+N A1(r2). 
11 decoule de la condition de transversalit et du fait que 2’ et R sont des 
diffeomorphismes que: 
L;tM = D(RT-‘nfMk2,)(~J, L& = D(RTz-MAl)(~2) 
L;fN = D(RT-k+NQl)(7,), L& = D(RT”NA&2). 
Considerons un sous-ensemble de R( T-(k+M) L2&,-) n R-l U,,). Alors il existe 
un voisinage Jl de pi tel que: 
T-‘k+M’ Ql( J1) C U, . 
Soit alors l’application F = (P, P): 
F: Jl-+ U,, 
7 H F(7) 
oh par definition F(7) = RT- (k+M) a,(T). on a en pahXlier Z& = (0, 24~~) = 
(P(T~), F(-r,)). D’apres (2..5.1) IIF ‘f 0. En: utilisante le theoreme 
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d’inversion locale, on a un intervalle ouvert Ja contenant ~r(Ja C Jr) et un 
intervalle ouvert Js contenant 0 = F(T,), tels que F1 soit un diffeomorphisme 
de classe Cl de Jz sur J3 . On obtient done application # de classe Cl de J3 
dans R: 
Nous avons ainsi: 
# = P(F’)-l : J3 --+ R 
241 b $qu’). 
RT-(“+“’ QdJz) = (13 3 NJd- (2.5.2) 
De la m&me maniere pour un sous-ensemble de R( T2+N A1(Io+) n R-l U,,), on 
a un voisinage J4 de T~( J4 C lo+) tel que RTz+N A,( J4) C U, . Soit l’application 
G = (c;l, (=2): 
G: J4+ U, 
i- F+ G(T) 
oh par definition G(T) = RT z+N A,(T). On a en particulier U, = (uNi, 0) = 
(c;1(~), Go). 11 decoule de (2.5.1) que DG2(7s) # 0 et on a un intervalle de 
Js ouvert contenant T~( J5 C J4) e un intervalle ouvert Je contenant 0 = t 
Go tels que G2 soit un diffeomorphisme de classe Cl de J5 sur Ja . On 
obtient ainsi une application p de classe Cl de JB dans R. 
p = G1. (@)-l : J,+R 
22 t-+ &4”). 
Enfin on a: 
KP+~ 416) = MJd Id (2.5.3) 
(2.6) I1 decoule de (2.5.2) et (2.5.3) que: 
RTN+MR-l( J3 , a+h( J3)) = RT-“+%2,( J2) = KkfNWl+( J2) = A;k+NWl+( J2). 
(2.6.1) 
RT-(“+N)R-l(p(J,), J6) = RT’-?4,( J5) = LI~-~W,-( J5) = A;-%‘,-( J5). 
Soient deux paves fermes: 
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. ou <I , 6s ,a, , 6, sont choisis comme suit. D’abord prenons e1 tel que, d’aprb 
(2.6.1), 
[UN’ - 9 , %f' + 611 c &“‘“~I’U2> 
I”N1 - El , UN1 + Q] n R(Hn(B; --K + N, l + N)) = {UN}. 
Ensuite choisissons 6s assez petit pour avoir 1 y(u”) - uN1 1 < e1 pour tout 
u2 E [--Ed , +.I C J8 , ce qui est possible puisque q est continue au point 0. 
Alors on peut trouver QM tel que RTN+M R-l(Q,) C QN et de plus j +(u’) - 
uM2 1 < 6, . Enfin QN et QM ont les propriMs suivantes: 
Prl(QN) n R(H& -k + N, l + N)) = @Nh 
1 q(u”) - UN1 1 < cl pour tout u2 tel que 1 u2 1 < c2 
RTN’MR-‘(QM) C QN , 
(2.6.2) 
1 $(ul) - uM2 1 < 6, pour tout u1 tel que j u1 1 < 8, . 
De plus, a cause des propriMs de l’application RT-(N+M)R-l, il est facile de 
voir que: 
Pan C X;?%-(JS) 
pr2(QM) n R(H,,(~; --k - M, I - M)) = hd. 
(2.7) 11 est facile de voir que l’application lineaire (1 de (2.1.1) joint de la 
propriM suivante. Soient QN , QM les rectangles satisfaisant les conditions 
(2.6.2). Alors il existe un nombre entier positif a,, tel que: 
quel que soit un nombre entier (T 3 ~a . 
3. EXISTENCE DES POINTS FIXES ET LEURS INDICES AU VOISINAGE 
D’UN POINT HOMOCLINE 
(3.1) THBOR~ME. Soit HI1 un ensemble de points homoclines de T satis- 
faisant la condition de transversalitd e (2.4). Soient y E H,, et V un voisinage 
3 La premibre et la seconde projection dans R* = R x R sont not&es pr, et pr2 
respectivement. 
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arbitraire de y, Alors il existe un nombre entier positif P,, tel que, quel que soit 
le nombre positij P (P 3 P,,), l’application Tp possede au moins un point $xe 
y2, dans V. De plus: 
si y E HI , alors l’indice de yz, est + 1, 
si y E H, , alors l’indice de yp est - 1. 
D6monstration. D’aprbs (2.3), y s’ecrit y = T-” QI(~,) = TzA1(~&. 
Soient V un voisinage de y et M, N des nombres entiers tels que M > k, 
N > 1. Alors d’apres (2.5) et (2.6), on peut trouver deux paves fermes 
QN, QM satisfaisant les conditions dans (2.6). Done choissisons les deux 
paves fermes qui satisfassent les conditions de (2.6) et de plus QN C RTN( V), 
Qu C RT+( V). S oient A, B, C et D les quatre sommets de QM : A(&, 
~2 + %), B(--61, UM’ + a,), C(--s, , UM~ - 621, D(& , uM2 - 62). 
Soient QM’ l’image de Qw par RT N+“R-l (application que nous denotons 
I’), A’, B’, C’ et D’ les images des A, B, C et D par I’, respectivement: 
A’ = I’(A), B’ = r(B), C’ = I’(C), D’ = F(D). Soient: 
UN1 = (U EQN 1 c~(u”) < d, 0 < u2}, 
u ~2 = {U EQN 1 U1 < V(U"), 0 < U2), 
u N3 = {U EQN Iu1 < I, u2 < O>, 
u N4 = {U E QN [ P(u”) < ulp u2 < O}. 
(i) Le cas oti y appartient a HI . Puisque T(QM) CQN et puisque T 
conserve l’orientation on a: 
D’autre part d’apres (2.7) choisissons un nombre entier positif u,, satisfaisant 
les deux inegalites suivantes: 
A?(uN1 + cl) < 6, , 
UM” + 6, < Qp, 
Oii 
p = inf{u2 1 II = (ul, u2) E I’(m)ja4 
Ensuite quel que soit un nombre entier positif (T 2 a, , soit Q un pave 
fern& contenu dans QN defini par: 
Q =k”(QM)nQN ={uEnlld--uNII <el,e2<u2<e4} 
’ Pour abrkger la notation, notons le segment d’extrbmitks A, B dans R* par AB. 
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Oti 
E4 = &JUM2 + Q, zg = x~"(u&f2 - 8,). 
Et notons les quatre sommets de Q par W, X, Y et 2: 
W(UN1 + El , Q), X(UNl - 9 > E4h Y(%J1 - 9, d, Z(G i- 61, Es). 
Alors on peut definir une application de Q dans QN ; u t+ r&(u) (que nous 
dtnoterons TAO). Soit Q’ l’image de Q par l’application I’k : Q’ = T&(Q). 
I1 resulte de la construction de Q et du fait que I’A” conserve l’orientation, 
que l’on a: 
8’ C Qd n V-J,, u UN& 
et de plus: 
rh( WX) c r(Ta?), r/q YZ) c r(m). 
Par consequent on a: 
uN ’ - cl < u1 < UN1 + “1 quel que soit u E rk( wx) (ou u E ok), 
u2 < 0 < Es quel que soit u E TAO( WX) (3.1.1) 
64 < p < u2 quel que soit u E PAN. 
Autrement dit 
ri.P( WX), TA+TZ), PA$iTF) et TA@F) 
sont sit&es respectivement dans UN,, UN,, UN2 v UN, et UN, u UN, oh 
UN, = {u E QN 1 u1 < v(u2), p < u”}, voir la Fig. 1. 
On va maintenant demontrer que l’application I’k possede au moins un 
point fixe dans Q. Soit aQ la frontike de Q. 
Alors considkrons aQ comme l’image d’un arc continu 
u:[t,,,tJCR+aQ 
t I-+ u(t) 
oh W = u(to) = u(t4), X = u(tJ, Y = u(t2) et 2 = u(ts), avec to < tr < 
t, < t, < t4 . Soit 77 un champ de vecteurs sur aQ dCfini par 
r]: [t,,, ta]+R2 
t * dt> 
oh r](t) = T/l0 (u(t)) - u(t). Alors r] est continue et, d’aprb (X1.1), 7 # 0 
sur aQ. Soit 0 une application continue de [t, , td dans R oii e(t) est l’angle 
que fait le vecteur r](t) avec (1,O) d&i ni B 2~r prb, c’est-a-dire que: cos 6(t) = 
~V)/ll Mll, sin W = ~“(t)ll Mll OG II dt>ll” = W(N2 + h2(Q2. D~finissons 
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w’= rAv(w) 
x’= m= C-X) 
% 
,Q,, / W'l 
FIG. 1. Le plan II dam le cas y E HI . 
ensuite l’indice du champ de vecteurs 77 par rapport ?I aQ, not6 i,,(aQ), comme 
suit: 
27qaQ) = B(t*) - fl(tJ. 
Alors d’aprb (3.1.1) on a: 
0 < B(&) - qti-1) < 7r (i = 1, 2, 3, 4). 
Par suite 
On a done 
0 < 2m;(aQ) < 437. 
i(aQ) = 3-l. 
D’autre part il dbcoule des dkfinitions de Q et U,, que quel que soit u EQ, 
on a: 
B(u) E u, (a = l,..., a). 
Par suite on peut dkfinir l’application de Q dans QM ; u t+ RTuR-l(u), et on a: 
J-!A~(u) = RTN+M R-1 . RT-R-l(u) = RTNi”+ R-‘(u). 
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Ceci dkmontre que, quel que soit le nombre entier P 3 PO oti P,, = N + 
MS oO , il existe au moins un point fixe par l’application TP avec I’indice + 1 
dans l’ensemble R-IQ du plan Z. 
(ii) Le cas oti y appartient B Hz . 
Cette fois les points A’, B’, C’ et D’ se trouvent comme suit: 
Fixons un nombre entier positif a, satisfaisant 
TV = inf(u2 1 u = (ul, u”) E I’(AB)}. 
Alors quel que soit le nombre entier positif u > aa le pa& fern-k Q est 
situ6 comme prCcCdemment. Mais Q’, l’image de Q par T(lO, se trouve dans 
UN, u UN4 : 
Q' C Qd n (UN1 LJ UN,>. 
De plus: 
my WX) c F(;?B), I’A”( YZ) C T(m), (voir la Fig. 2). 
Par conskquent on a: 
UN l - cl < u1 < UN1 + cl quel que soit u E rk( wx) (ou u E TAO(m)), 
E4 < p < u2 quel que soit u E Fk( WX), 
u2 < 0 < E3 quel que soit 24 fz T/lo(E). 
Comme prCcCdemment on a done: 
#Q) = -1. 
Complkment au th.&&ne (3.1). Sous les hypothkses du thCor&me (3.1), il 
existe un nombre entier positif P,,’ > P,, tel que, quel que soit le nombre 
entier positif P > PO’, si y E HI , yp est un point fixe hyperbolique avec 
rkflexion de l’application Tp; si y E H, , yp est un point fixe hyperbolique de 
I’application Tp. 
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FIG. 2. Le plan l7 dans le cas y E Hp. 
Dhonstration. 
D(RTt-“A,) (TJ 
D’aprks (2.5) DG(7.J = (D@(T,), D@(T,)) = Dr(uM) . 
On a: 
DG+,) = dw * h;-M . D,&). 
D’autre part 
WL&, , L&) = +“+N - Dy(-TJ * DG’(7.J. 
Par suite: 
dM = - 
det(GM , L;,J 
jQ’E+N . “i-h’ . DyF-7,) - WT,) * 
D’aprks la condition de transversalit de (2.4), dM # 0. 
Avec les notations du th6orkme (3.1), soit DP(u) = [$] oti u E Q,,, . 
Puisque T et R sont des diffkomorphismes de classe Cl, on peut choisir le 
pavk QM , c’est-a-dire, les nombres 6, , 6, pour que, quel que soit u E QM , 
d * dM > 0 soit satisfaite. 
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Soit ug un point fixe de l’application I’k dans Q. Soit Dr(u,‘) = [zr,P : a 
oti up’ = (lqup>. 
Soitf(p) = det(DI’k(u,) - @) oh E = [t t]. On a: 
Puisque 0 < /\r < 1 < X, , f(p) + --d,A,O~ (u -+ to). 
Done il existe un nombre entier positif u,,’ tel que, quel que soit u > a,‘, 
f(d et (-44 ant 1 e mCme signe. Nous fixons a,,’ pour que a,,’ > a,, et 
posons P, = N + M + a,, , P,’ = N + M + ai et P = N + M + u 
oti a 3 uo’. 
(i) Soit y E HI . Cela implique det&&, L;J > 0 et done &., < 0. 
Par consequent d < 0 pour tout u EQ,+, . On a d, < 0. Par suite, quel que 
soit u > uo', on af(-I) < 0. Puisquef(0) > 0, ceci entraine que u, est un 
point fixe hyperbolique avec reflexion. De plus, d’apres i,,(aQ) = + 1, up est 
unique dans Q. 
(ii) Soit y E IIs . Cela implique det(L& , L;.J < 0 et done dM > 0. 
On a done f(1) < 0, quel que soit u > Q'. Puisque f(0) > 0, u,, est un 
point fixe hyperbolique qui est unique dans Q. Ceci entraine le resultat de 
SCnoncC. 
Remurque. Dans le thCorCme (3.1), lorsque y E HII est remplacee par 
y E H,, , on obtient les memes resultats sur les valuers d’indices des points 
points fixes. Au contraire lorsqu’on considere le cas oh y E H,, ou y E H,, , 
les indices changent de signe. 
Nous donnons maitenant un theoreme plus gCnCra1. 
(3.2) THBOR~ME. Sous les hypothhses du thbrkne (3.1), quel que soit 
un nombre entier positif L > 1, il existe une injnit~ d’ensembles de L nombres 
entiers positifs 0, < u1 < -1. < uL tels que l’application Tp possJde au mains 
unpointfixey,dansV,ouP=(N+M)+uI+**+uL.Deplus: 
si y E HI , alors l’indice de y,, est (-l)L+l, 
si y E H, , alms l’indice de yz, est - 1. 
D&w&ration. La demonstration est analogue B celle du theoreme (3.1) 
sauf la construction du pa& fermC Q dans QN . Nous traitons seulement le 
cas oh y E HI . D’une manike analogue on peut trouver le resultat du cas oh 
y E H, . Avec les notations preddentes, quel que soit ui > u,,(i = l,...,L), 
soit Q le pave ferme defini par Q = kOc (QM) n QN. Supposons que les CT, 
sont choisis tels queQ( n Q = o quels que soient a2 , uj(i # j, i, j = l,..., L). 
Supposons que les ai sont ranges pour que us < a, < us < ..* < uL . 
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Alors quel que soit Q( 1 < i < L), on a 
P n I + 9 
Par suite on a: 
r-W> n QM # 4 
P-l(p) n ?i% = T--l(p) n CD = 4 
r-l(p) n BC + +, F(p) n AD # $. 
Par consequent nous pouvons trouver deux familles d’ensemble, Ai, Ai 
et leur intersection Ai (i = l,..., L) dans Q comme suit. Definissons d’abord 
une famille d’ensemble A, par recurrence en prenant Ai = Ql et en posant: 
Ai = FLI”+~(A,-~) n p (i = 2,...,L). 
Ensuite definissons une autre famille d’ensemble Ai par recurrence en 
prenant AL = QL et en posant: 
AL-i = A-OL-*r-l AL-ii1 
( )nQLi (i = l,...,L - 1). 
Et posons: 
A; = Ai n & (i = l,...,L) 
D’aprb ces definitions on a Cvidemment: 
A, C Qi, AiCp 
A,+l C rAy(Ai), A’ c A-“q-+l(Ai+l). 
11 decoule de ces proprietes que 
Aif: C Fki(Aii), At C &wr-l(A$), 
On a done: 
Par consequent Aii, A::: sont homeomorphes. 
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Par suite on voit que: 
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A:,+; = r/l%+1 . . . I’A”i(A,i) l,<i<L--1 
1 <j<L--ii. 
Et on a en particulier: 
Notons 0 la restriction de I’AoL-1 ... r/lo1 5 Al: 
O:Al-tAt 
u I-+ O(u) 
oii 8(u) = r/w-1 *** rllqu). 
D’aprhs les constructions des Al et AL, soient WI , XI , YI et 2, les quatre 
sommets de A1 et W, , XL, Y, et 2, les quatre sommets de AL. sont comme 
suit: 
W&l + El , c*), X&,1 - El , E;), Yl(G - El , f3/), -u4v1 + 9 , 63) 
Oii 
E3 < E4 9 E3I < c4’; 
Alors on voit, d’aprts la propriM de y E HI , que 
(i) si L = 2m + 1 W, = @(WI), XL = @(Xl), YL = @(Yl), 
ZL = @(Zl), 
(3.2.1) 
(ii) si L = 2m w, = @(Y,), XL = q-q, YL = @(Wl), 
z, = 0(X,). 
D’autre part on a, comme dans la dkmonstration prtcCdente 
r-@L(A L) C ~(QM> n ( uiv2 u UN,). 
rlly W,X,) c r(AB), rAyY,z,) c r(m). 
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On a done: 
UN 1 - ‘1 < 241 < UN’ 
p < u2 
u2 < 0 
-+ 
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cl quel que soit u E rflUL( W,X,) 
(ou u E rtly YpzL)), 
quel que soit u E I’A”L(YLZL) (3.2.2) 
quel que soit 24 E FPL( W,X,). 
Enfin en combinant (3.2.1) et (3.2.2) on a les relations suivantes. 
(i) le cas L = 2m + 1. D’apres (3.2.1) soient WTl, k,z; oh 
w21 = o-l(W,X,), YTl = $-l(Y,Z,). 
Alors on a: 
UN1 - cl < u1 < UN1 + l 1 quel que soit u E TcluLO( W21) 
(ou u E nl”W( YZL)) 
P =G u2 quel que soit u E rflUL8(Y~) 
I.42 < 0 quel que soit u E FfluLS( WTJ. 
(ii) le cas L = 2m. Soient WTl , Y,Z; oii 
w>l = o-l(Y,Z,), YTl = W(W,x,). 
Alors on a: 
UN ’ - El < u1 < UN1 + cl quel que soit u E rk%(%&) 
(ou u E r!!“L@( YTL) 
II < u2 quel que soit II E FLluL8( W2J 
u2 < 0 quel que soit 24 E TclULQ( Yx). 
De plus on a, d’apres dr C Qr, 
o<u2<p quel que soit u E Al. 
A partir d’ici le resultat s’ktablit en raisonnant comme dans la dkmonstration 
du thkoreme (3.1). 
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